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0.1 Homology on Tri-category with T-structure

Lemma 0.1.1

X −→ Y
f−→ Z −→ X[1]を triangleとしたとき、

X ∼= 0 ⇐⇒ f : X
∼=−→ Y

proof)　　X ∼= 0とすれば、Hom(Z,−) , Hom(−, Y )を取れば f が isoであるこ
とが示される。逆に f が isoとすると、Hom(X,−)を取ったとき、Hom(X, X) = 0
であることが分かる。これはつまり、X −→ X は恒等射以外存在しないことを表し

ており、10 : 0 −→ X −→ 0は当たり前だが、1X : X −→ 0 −→ X でもあり、X ∼= 0
である。

Corollary 0.1.2

X ∈ Dに対し、
τ5nX = 0 ⇐⇒ η : X

∼=−→ τ=n+1X

ただし、ηは X の triangleの分解 τ5nX
ε−→ X

η−→ τ=n+1X −→ τ5nX によるもの

である。

Lemma 0.1.3

m 5 nで任意のX ∈ Dに対し、natural isomorphism

τ5mX −→ τ5mτ5nX , τ=nX −→ τ=nτ=mX

が存在する。

proof)　　

τ5mX X τ=m+1X τ5mX[1]

τ5nX X τ=n+1X τ5nX[1]

-

?

=

- -

- - -
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の図式で τ5mX ∈ D5m , τ=n+1X ∈ D=n+1 であるので、図式をジグザクにたどる

とmorphismは 0である。よって、

τ5mX X τ=m+1X τ5mX[1]

τ5nX X τ=n+1X τ5nX[1]

-εm

pppppppp?
f

?

=

-
pppppppp?

-
ppppppp?

f [1]

-εn - -

を可換にする f が uniqueに存在する。よって、

τ5mX τ5mX 0 τ5mX[1]

τ5mτ5nX τ5nX τ=m+1τ5nX τ5mτ5nX[1]

τ5mX X τ=m+1X τ5mX[1]

-=

?

f

- -

-

?

εn

- -

-
εm

- -

の図式を考えても、

τ5mX τ5mX 0 τ5mX[1]

τ5mτ5nX τ5nX τ=m+1τ5nX τ5mτ5nX[1]

τ5mX X τ=m+1X τ5mX[1]

ppppppppppp?
g

-=

?

f

- ppppppppppp?

-
pppppppppp?

g[1]

ppppppppppp?
h

-

?

εn

-
ppppppppppp?

-
pppppppppp?

h[1]

-
εm

- -

を可換とする g, hが一意に存在するが、その一意性によって h ◦ g = 1である。
□

Lemma 0.1.4
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m 5 nで任意のX ∈ Dに対し、natural isomorphism

τ=mτ5nX −→ τ5nτ=nX

が存在する。これを τ[m,n]X とかくことにする。

proof)　　先と同様に次の図式を考え

τ5m−1X X τ=mX τ5m−1X[1]

τ5nX X τ=n+1X τ5nX[1]

-εm−1

pppppppp?
f

?

=

-
pppppppp?

g

-
ppppppp?

f [1]

-εn - -

とおき、

τ=mX τ=n+1X

τ5nτ=mX τ=mX τ=n+1τ=mX τ5nτ=mX[1]

-g

?

=

?

∼=

- - -

の図式を考える。縦の同型は Lemma 0.1.3によるものである。これは定義を思いだ
すと、

τ5nX X τ=n+1X

τ5nτ=mX τ=mX τ=n+1τ=mX

- -

? ?

∼=

- -

の図式からきていた。このとき、右の可換図式に対し、

X τ=n+1X

τ=mX τ=n+1τ=mX

-

? ?

∼=
´

´
´

´́3
g

-
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は左上の図式を可換にするので、右下の図式も可換である。すなわち、

τ=mX τ=n+1X

τ5nτ=mX τ=mX τ=n+1τ=mX τ5nτ=mX[1]

-g

?

=

?

∼=

- - -

は可換である。octhedral axiomにより、

τ=mX

τ=mτ5nX τ=n+1X

τ5m−1τ5nX ∼= τ5m−1X X

τ5nX
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¶

¶
¶
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¶
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¶
¶/
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¶
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ppppppppppppppppppppppppppppppppppp¾ [1]
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εn

となるが、ここでこの図式を v に注目してよく見ると、これは g の性質を満たすた

め、gの一意性から v = gである。よって、

τ=mτ5nX τ=mX τ=n+1X τ=mτ5nX[1]

τ5nτ=mX τ=mX τ=n+1τ=mX τ5nτ=mX[1]

-u -g

?

=

?

∼=

-

- - -

で上下横列が triangleであるので、公理より図式を可換にするような、

τ=mτ5nX −→ τ=mτ5nX

が存在し、しかも他二つが isoなので同じく isomorphismとなる。
□
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Lemma 0.1.5

m 5 nにおいて、

1. 　X ∈ D=m に対し、τ5nX ∈ D=m

2. 　X ∈ D5n に対し、τ=mX ∈ D5n

proof)　　 (1)を示す。

τ5m−1X −→ X −→ τ=mX −→ (τ5m−1X)[1]

の triangleにおいて、τ5m−1X ∈ D5m−1 ⊂ D5n+1 , X ∈ D5n であるので、τ=mX ∈
D5n である。(2)も同様にやればよい。

□

Lemma 0.1.6

τ5n , τ=n は additive functorである。

proof)　　 τ5n について考える。τ5n = [−n] ◦ τ50 ◦ [n]であり、[1]は定義により
additiveであるので、τ50 が additiveであることを示せばよい。X, Y ∈ Dに対し、

HomD(X, Y ) HomD50(τ50X, τ50Y )

HomD(τ50, Y )

HHHHHHHj
ε∗

-
τ50

©©©©©©©¼

∼=
©©©©©©©¼

ε∗

は可換であるため、εからの誘導は準同型なので、τ50 も準同型である。τ=n に関し

ても同様。
□

Lemma 0.1.7

A : abelian category
A

f−→ B
g−→ C −→ 0

is sequence in Aとする。また、任意のD ∈ Aに対し、Hom(−, D)を取った

0 −→ Hom(C, D)
g∗−→ Hom(B,D)

f∗−→ Hom(A,D)
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が exactならば、
A

f−→ B
g−→ C −→ 0

は exact in A

proof)　　 Cokerf ∼= C を示せばよい。

A
f−→ B

p−→ Cokerf

と cokernelに付随するmorphismを pとする。D = Cokerf としたとき、

0 −→ Hom(C, Cokerf)
g∗−→ Hom(B, Cokerf)

f∗−→ Hom(A, Cokerf)

が exactであるので、p ∈ Hom(B, Cokerf)に対し、f∗(p) = 0であり、∃h ∈ Hom(C, Cokerf)
　 s.t　 g∗(h) = h ◦ g = pであるが、g∗ が単射なので hは一意に存在する。

C

A B Cokerf
?

h

-
f

¡
¡

¡
¡µ

g

-
p

の可換図があり、一方 D = C とおくと、Hom(−, C)の完全列から g ◦ f = 0である
ことが分かり、Cokernelの定義から、上の図式を可換にする

h′ : Cokerf −→ C

が一意に存在する。h, h′ の一意性からこれらは互いに inverceである。
□

Lemma 0.1.8

A : abelian categoryとし、

A
f−→ B

g−→ D −→ 0 , 0 −→ D
h−→ C

はともに exact in Aとする。このとき、

A
f−→ B

h◦g−→ C

は exact in A

proof)　　仮定から Kerh ∼= 0なので、Ker(h ◦ g) ∼= Kerg ∼= Coimf
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□

Lemma 0.1.9

X
f−→ Y

g−→ Z −→ X[1]を triangleとし、X ∈ D50 とすると、

τ=1g : τ=1Y
∼=−→ τ=1Z

proof)　　任意のW ∈ D=1 に対し、

Hom(X[1],W ) = 0 −→ Hom(Z, W )
g∗−→ Hom(Y, Z) −→ Hom(X, W ) = 0

の完全列から、g∗ : Hom(Z,W )
∼=−→ Hom(Y, W )である。このとき、τ=1は inclusion

の left adjointであったので、

η∗ : Hom(τ=1Z, W )
∼=−→ Hom(Z, W )

であり、これで置き換えると、

(τ=1g)∗ : Hom(τ=1Z, W )
∼=−→ Hom(τ=1Y, W )

である。ここでW = τ=1Y とおいたとき、

h : τ=1Z −→ τ=1Y

が存在し、h ◦ τ=1g = 1τ=1Y · · · · · ·�を満たす。これで半分は示された。残り半分は
面倒である。

Y Z

τ=1Y τ=1Z

-g

?

η

?

η

¾
h

は、h ◦ η ◦ g = h ◦ τ=1g ◦ η = ηなので可換である。さらに、octahedral axiomを用
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いると、
Z

Cτ50f τ=1Y

X Y

τ50Y
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-
f

@
@@Rτ50f
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¡
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ε

となり、

Cτ50f
u−→ Z

v−→ τ=1Y −→ Cτ50f [1]

という triangleがあるが、

τ50X = X ∈ D50
τ50f−→ τ50Y ∈ D50 −→ Cτ50f −→ X[1] ∈ D5−1

であるから、Cτ50f ∈ D50 である。よって、W ∈ D=1 に対し、

v∗ : Hom(τ=1Y, W )
∼=−→ Hom(Z,W )

であるが、
Hom(τ=1Z, W ) Hom(τ=1Y, W )

Hom(Z,W ) Hom(Y,W )
?
η∗

©©©©©©©¼

v∗

?
η∗

¾h∗

-g∗

で g∗ が isoであるので、これは可換図である。よって、h∗ 以外は isoなので、h∗ も

isoであり、W = τ=1Z とおくと、

h′ : τ=1Y −→ τ=1Z

が存在し、h′ ◦ h = 1τ=1Z · · · · · ·�を満たす。�、�により、h′ = τ=1gであり、同型

となる。
□

Theorem 0.1.10
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Dを t-structureをもつ triangulated categoryとし、Aをその coreとする。

H = τ[0,0] : D −→ A

は homology functorである。

proof)　　X
f−→ Y

g−→ Z −→ X[1]を triangleとしたとき、

H(X)
H(f)−→ H(Y )

H(g)−→ H(Z)

が exact in Aを示すのだが、場合わけを詳しく行う。

�　X, Y, Z ∈ D50 の場合

任意のW ∈ Aに対し、

Hom(X[1],W ) = 0 −→ Hom(Z, W )
g∗−→ Hom(Y, W )

f∗−→ Hom(X, W )

が exactである。H(X) ∼= τ=0Xであり、τ=0の定義から、HomD(X,Y ) ∼= HomD=0(τ=0X,Y )
であるので、上の完全列を書き換えると、

0 −→ HomA(H(Z), W )
H(g)∗−→ HomA(H(Y ),W )

H(f)∗−→ HomA(H(X),W )

が完全である。このとき、Lemma 0.1.7により、

H(X)
H(f)−→ H(Y )

H(g)−→ H(Z) −→ 0

は exact in Aである。

�　X ∈ D50 の場合

τ50X τ50Y τ50Z

X Y Z

τ=1X τ=1Y τ=1Z

?

ε

-
τ50f

?

ε

-

?

ε

-

?

η

-f

?

η

-g

?

η

-

- - -
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に対し octahedral axiomから、

Z

Cτ50f τ=1Y
∼= τ=1Z
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Lemma ??により、τ=1Y
∼= τ=1Z であり、これで置き換えると η の性質から v は η

に変わる。よって diagramの上部の triangleは、

Cτ50f
u−→ Z

η−→ τ=1Z −→ Cτ50f [1]

であるため、triangleの unique up to isomorphicなので、Cτ50f
∼= τ50Zとなる。よっ

て、図式左側の triangleは

X
τ50f−→ τ50Y

τ50g−→ τ50Z −→ X[1]

となり�の状況であり、H(τ50Y ) ∼= H(Y )であるので、

H(X)
H(f)−→ H(Y )

H(g)−→ H(Z) −→ 0

は exact in Aである。

�　X, Y, Z ∈ D=0 の場合

�と同様の理論で、

0 −→ H(X)
H(f)−→ H(Y )

H(g)−→ H(Z)

が exact in Aとなる。
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�　 Z ∈ D=0 の場合

�と同様の理論で、

0 −→ H(X)
H(f)−→ H(Y )

H(g)−→ H(Z)

が exact in Aとなる。

�　一般の場合
Ch

τ=1X Z

τ50X Y

X
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の octahedral axiomの図式で、

τ50X
h−→ Y

w−→ Ch −→ (τ50X)[1] , Ch
v−→ Z −→ (τ=1)X[1] −→ Ch[1]

は triangleであり、τ50X ∈ D50 , (τ=1X)[1] ∈ D=0 なので�、�の結果から、

H(τleqq0X) ∼= H(X)
H(f)−→ H(Y )

H(w)−→ H(Ch) −→ 0

0 −→ H(Ch)
H(v)−→ H(Z)

の２つが exact in Aであるので、Lemma 0.1.8により、

H(X)
H(f)−→ H(Y )

H(g)−→ H(Z)

□


